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Uvod

Od nekdaj si je ¢lovek prizadeval napovedati bliznjo in bolj daljno
prihodnost. Napovedovanje prihodnosti je precej prakti¢na dejavnost,

potrebna za preZivetje.
@ Lovec posku$a uganiti, kako se bo vedla Zival, ki jo lovi.

@ Ljudje so se morali vnaprej pripraviti na zimo, &e so hoteli preZiveti v
hladnem podnebju. Zato so morali prihod zime pravogasno predvideti.

@ Egipcani so znali zelo natan¢no napovedati poplavljanje Nila.
o ...

Precej otitno je, da znajo tudi druga Ziva bitja napovedovati nekatere
dogodke v prihodnosti.
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Naceloma velja: Bolje ko znamo napovedati prohodnost, bolj varno je nase
Zivljenje. Seveda pa nas pri naporih napovedovanja Zene tudi radovednost,
Zelja po ekonomskem dobi¢ku (" pohlep”)....
@ Ljudje posku3ajo ugotoviti, kaj se bo v prihodnosti dogajalo z nasim
planetom, z nasim oson&jem, z vesoljem...
@ Ljudje posku3ajo ugotoviti, kako se bodo gibale cene razli¢nih dobrin
na razli¢nih trgih - od surovin, do valut, delnic, obveznic in njihovih
derivatov.
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Nacini napovedovanja prihodnosti:

Najstarejsi racionalen nadin napovedovanja je verjetno opazovanje
ponavljajotih se (periodi¢nih) pojavov.

Menjavanje letnih ¢asov.

Gibanje Sonca, Lune in zvezd na nebu.

Cikli¢no poplavljanje nekaterih rek - npr. Nila.

Plima in oseka.

Obstaja veliko neracionalnih naginov napovedovanja prihodnosti:
horoskopi, prerokovanja, napovedi katastrof... . Metode teh dejavnosti so
sicer morda vprasljive, vendar si zadajajo zelo tezko nalogo: poskusajo
napovedati dogodke, ki se ne ponavljajo cikli¢no.
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Ocitno je naslednje:
Ponavljajoce se (periodi¢ne) dogodke je laZe napovedovati, kot tiste, ki se
ne ponavljajo.

V zgodovini je bil osrednji problem pri napovedovanji ponavljajoéih se
dogodkov merjenje ¢asa. Ko enkrat znamo dobro meriti ¢as,
napovedovanje cikli¢nih dogodkov ni vet tako tezko. Napovedovanje
dogodkov, ki se ne ponavljajo (izjemnih dogodkov) pa ostaja tezka naloga.

Zanimivo je, da nekatere Zivali dobro napovedujejo nekatere izjemne
dogodke - npr. zelo hude zime, hude suse, morda tudi potrese, ... Kako
jim to uspeva, ne vemo.
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Racionalisti¢ni prostop k napovedovanju prihodnosti

Objekt, ki mu ho¢emo napovedati prihodnost, imenujemo sistem. Beseda
sistem pomeni celota, sestavljena iz ve¢ delov; griko - cvoTnua
(systema).

Primeri: harmoni¢no nihalo, ravninsko nihalo, nase osonéje in drugi
planetni sistemi, atomi v kosu neke snovi, populacija bakterij v petrijevki,
atmosfera (vreme), mnoZica vseh delnic na neki borzi, vesoljsko plovilo na
poti med Zemljo in Marsom, ...... , celotno vesolje.

Vsak sistem se lahko nahaja v razli¢nih stanjih. MnoZica vseh moznih stanj
sistema se imenuje fazni prostor. Stanja opisujemo s Stevilskimi parametri
- opazljivkami. Opazljivke so realne funkcije na faznem prostoru.
Primeri:

@ bakterije v petrijevki - Stevilo bakterij.

@ harmoni¢no nihalo - odmik od mirovne lege in trenutna hitrost nihala

@ ravninsko nihalo - kot med nihalom in navpiénico in kotna hitrost.
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Razli¢ne znanosti se ukvarjajo z naslednjim problemom:
Kako iz preteklih stanj nekega sistema ugotoviti stanja v prihodnosti?

Cas (¢asovno premico) razdelimo na enake intervale o (--755,1s,10s,...).
Izberimo si torej neko tako &asovno enoto a. Na$ sistem bomo opazovali v
Casih

0,a,20,3cx,...,na, . ...

Ozna&imo stanje na%ega sistema v &asu na z x(n). Denimo, da je
x(n) = (xa(n),x2(n), ..., xn(n)),

pri emer so xi, xo, . . . , Xy opazljivke nadega sistema. Ce je z vrednostmi N
opazljivk, stanje popolnoma doloceno, je dimenzija faznega prostora enaka
N, mnoZica opazljivk {x1,...,xy} pa se imenuje popoln sistem opazljivk.
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Pravimo, da se sistem vede deterministi¢no, ¢e obstaja taka funkcija F,
odvisna od k + 1 spremenljivk, da za vsak n velja

x(n) = F(n,x(n—1),x(n—2),...,x(n— k)).

Denimo, da poznamo funkcijo F in prvih k stanj sistema,
x(0),x(1),...,x(k —1). Potem lahko izratunamo stanje sistema x(n) v
poljubnem prihodnjem &asu n.

Res:

x(k) = F(k,x(k—1),x(k—2),...,x(1),x(0
x(k+1) = F(k+1,x(k),x(k—1),...,x(2),x(

x(k+2) = F(k+2,x(k+1),x(k),...,x(3),x(2

x(n) = F(n,x(n—1),x(n—2),...,x(n—k+1),x(n—k)).
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Bakterije v petrijevki

Oglejmo si zelo enostaven, pa vendar zelo pomemben primer. Naj bo nas
sistem populacija bakterij v zelo veliki petrijevki z dovolj hrane, naj bo

a = 5min, x(0) Stevilo bakterij na zaletku merjenja &asa in x(n) Stevilo
bakterij v ¢asu n x 5 minut po zaetku merjenja ¢asa.

Zakon naravne rasti pravi, da za primerno pozitivno realo Stevilo k velja

x(n) =k x(n—1), za vsak n. (1)
V tem primeru je torej funkcija F podana z enostavnim predpisom
F(n,x(n—1),....,x(n—k)) =k x(n—1).
Odvisna je le od ene spremenjlivke, t. j. od stanja v enem preteklem &asu.

Eksplicitno je od ¢asa neodvisna.
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Enatbo (1) lahko iteriramo. Naj bo n € N poljuben. Tedaj

x(1) = & x(0)

x(2) = kx(1)=r-k x(0) = k>x(0)
x(3) = r x(2) = k- K*x(0) = x3x(0)
x(4) k x(3) = k- K3x(0) = £*x(0)
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Enatbo (1) lahko iteriramo. Naj bo n € N poljuben. Tedaj

(1) = xx(©)
x(2) = kx(1)=r-k x(0) = k>x(0)
(3) = & x(2) = r-rk>x(0) = £3x(0)
(4) ( )

x(n) = kx(n—1)=k-x""1x(0) = £"x(0).
Ugotovili smo torej: Ce je v petrijevki v zatetnem asu x(0) bakterij, jih je

po n X 5 minutah
x(n) = k"x(0).

Z drugimi besedami, reditev enatbe (1) pri zacetnem pogoju x(0) = xg je

x(n) = K"xo.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Deterministi¢no napovedovanje in diferenéne enacbe

Enatba (1) je najpreprostejsi primer diferen&ne enalbe.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Deterministi¢no napovedovanje in diferenéne enacbe

Enatba (1) je najpreprostejsi primer diferen&ne enalbe.
Splosna linearna diferen¢na enacba drugega reda je enacba oblike
x(n) = —p(n)x(n—1) — q(n)x(n - 2)
Pri tem sta
p(n),q(n): N—R

dve funkciji na mnoZici naravnih $tevil z vrednostmi v realnih $tevilih.

Takim funkcijam pravimo tudi zaporedja. Tudi iskana funkcija n+— x(n) je
zaporedje.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Deterministi¢no napovedovanje in diferenéne enacbe

Enatba (1) je najpreprostejsi primer diferen&ne enalbe.

Splosna linearna diferen¢na enacba drugega reda je enacba oblike
x(n) = —p(n)x(n—1) — q(n)x(n - 2)

Pri tem sta

p(n). q(n): N — R
dve funkciji na mnoZici naravnih $tevil z vrednostmi v realnih $tevilih.
Takim funkcijam pravimo tudi zaporedja. Tudi iskana funkcija n+— x(n) je
zaporedje.
Eksplicitno (neiterativno) reSevanje zgornje ena&be pri poljubni izbiri
funkcij p(n) in g(n) je zelo teZzak in nereden problem. Zato se bomo
omejili na primer, ko sta p(n) in g(n) konstantni funkciji. ReSevali bomo
torej enacbo

x(n) = —px(n—1) = gx(n—2) (2)
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Videli smo, da je reSitev enacbe naravne rasti
x(n) =rx(n—1)

eksponentna funkcija
x(n) = ak",

kjer je a poljubno realno 3tevilo. (Velja x(0) = a.) Ena&ba naravne rasti je
poseben primer ( p = —k, ¢ = 0 ) enatbe (2), ki jo imenujemo linearna
diferenéna enalba drugega reda s konstantnimi koeficienti.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Videli smo, da je reSitev enacbe naravne rasti
x(n) =rx(n—1)

eksponentna funkcija
x(n) = ak",

kjer je a poljubno realno 3tevilo. (Velja x(0) = a.) Ena&ba naravne rasti je
poseben primer ( p = —k, ¢ = 0 ) enatbe (2), ki jo imenujemo linearna
diferenéna enalba drugega reda s konstantnimi koeficienti.

Ugibajmo: Morda pa je kaka eksponentna funkcija tudi reditev enatbe (2).
Denimo torej, da je kakdna resitev (2) oblike

x(n)=b-\",

kjer sta b in A neki, za zdaj Se neznani, Stevili.
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0 napovedovanje in diferen&ne enatbe

Ce je X(n) resitev, mora seveda veljati
x(n)=—=px(n—1)—gx(n—2)
za vsak n. Torej mora za vsak n veljati

b-A"=—pb-\N"t—gb- A"
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Ce je X(n) resitev, mora seveda veljati
x(n)=—=px(n—1)—gx(n—2)
za vsak n. Torej mora za vsak n veljati
b-A"=—pb-\N"t—gb- A"
Kraj§amo z b in pospravimo vse skupaj na levo stran:
A+ p ATl ga2 =0 (3)
Krajéamo %e z A"~2 in dobimo

N +pA+qg=0.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Ce je X(n) resitev, mora seveda veljati

x(n)=—=px(n—1)—gx(n—2)
za vsak n. Torej mora za vsak n veljati

b-A"=—pb-\N"t—gb- A"
Kraj§amo z b in pospravimo vse skupaj na levo stran:

A+ p ATl ga2 =0 (3)
Krajéamo %e z A"~2 in dobimo
N +pA+qg=0.
Takoj vidimo: Ce je A\g ni¢la polinoma A2 + p A + g, potem je
x(n)=b-\§

reitev enatbe (2) za vsako Stevilo b.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Enatba (3) se imenuje karakteristi¢na enalba diferen&ne enacbe (2) in ima
seveda dve (morda kompeksni) ni&li.

N, = PE VP?—4q
: 2

Torej sta funkciji
x1(n) = b1}, in xo(n) = baA]

reditvi (2) pri poljubni izbiri Stevil by in by.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Trditev:

Naj bosta x1(n) in x2(n) dve resitvi diferenéne enacbe
x(n)+px(n—1)+gx(n—2)=0
in naj bosta by in by dve poljubni realni stevili. Potem je tudi funkcija

y(n) = b1 . xl(n) + b2 . x2(n)

resitev te enacbe.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Trditev:

Naj bosta x1(n) in x2(n) dve resitvi diferenéne enacbe
x(n)+px(n—1)+gx(n—2)=0
in naj bosta by in by dve poljubni realni stevili. Potem je tudi funkcija
y(n) = by - x1(n) + by - x2(n)

resitev te enacbe.

Dokaz: Vstavimo y(n) v enatbo in ratunamo:

y(n)+py(n=1)+qy(n—-2) =
by (3(n) + pai(n— 1)+ @a(n—-2)) +

by (Xz(n) pxa(n—1) + gxo(n — 2))
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0 napovedovanje in diferen&ne enatbe

Ker sta x1(n) in x2(n) reditvi, sta druga in tretja vrstica enaki 0, torej je
tudi prva vrstica enaka 0, to pa pomeni, da je y(n) tudi resitev nase
enacbe.
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Ker sta x1(n) in x2(n) reditvi, sta druga in tretja vrstica enaki 0, torej je
tudi prva vrstica enaka 0, to pa pomeni, da je y(n) tudi resitev nase
enacbe.

Oglejmo si preslikavo V iz ravnine R? = {(ay, a2); a1, a» € R} v mnozico
vseh resitev enatbe (2), podano s predpisom

V((al, 32)> = a -x1(n) + as- Xz(n)
Lahko je videti, da za to preslikavo velja

v((al,a2)+(b1,b2)) - V((al,az))+v<(b1,b2)>
V(a(a1,32)> = aV((al,a2)>
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Deterministi&éno napovedovanje in diferen&ne enatbe

Ker sta x1(n) in x2(n) reditvi, sta druga in tretja vrstica enaki 0, torej je
tudi prva vrstica enaka 0, to pa pomeni, da je y(n) tudi resitev nase
enacbe.

Oglejmo si preslikavo V iz ravnine R? = {(ay, a2); a1, a» € R} v mnozico
vseh resitev enatbe (2), podano s predpisom

V((al, 32)> = a1 - x1(n) + a2 - x2(n)

Lahko je videti, da za to preslikavo velja
V((an,a2) + (b1, b2)) = V((a1,22)) + V( (b1, 52))
V(a(a1,32)> = aV((al,a2)>

Preslikava V' je torej linearna perslikava. Lahko si predstavljamo, da vse
reitve enabe (2) tvorijo kopijo ravnine v mnoZici vseh zaporedij

{x(n)}nen.
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Harmoni¢no nihalo

Harmoni¢no nihalo

Harmoni¢no nihalo je tockasto telo, ki se giblje po premici pod vplivom

sile, ki to telo privla¢i k izhodis€u premice in katere velikost je sorazmerna
z oddaljenostjo telesa od izhodis¢a.
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Harmoni¢no nihalo

Harmoni¢no nihalo

Harmoni¢no nihalo je tockasto telo, ki se giblje po premici pod vplivom
sile, ki to telo privla¢i k izhodis€u premice in katere velikost je sorazmerna
z oddaljenostjo telesa od izhodis¢a.

Spomnimo se drugega Newtonovega zakona, ki pravi: Produkt pospesek
telesa in njegove mase je enak sili, ki deluje nanj. Naj bo x(t) lega nasega
nihala v ¢asu t, in naj bo m njegova masa. Za lego x(t) po Newtonovem
zakonu torej velja

X'(t) = —r x(t), (4)
kjer je k neko pozitivno Stevilo, podano z velikostjo sile in maso m nasega
telesa. Denimo, da poznamo zaletno stanje naSega harmoni¢nega nihala.
Napovedali bi radi njegovo prihodnost. Radi bi torej poznali funkcijo x(t)
za vse Case t > 0.
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Harmoni¢no nihalo

Enatba (4) na prej3nji strani je diferencialna enatba. Delajmo se, da teh
enalb Se ne znamo reSevati. Poskusimo si torej pomagati s kako primerno
diferencno enacbo.
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Harmoni¢no nihalo

Enatba (4) na prej3nji strani je diferencialna enatba. Delajmo se, da teh
enalb Se ne znamo reSevati. Poskusimo si torej pomagati s kako primerno
diferencno enacbo.

Spomnimo se definicije odvoda funkcije:

/ . x(to + h) — x(to)
tp) = lim

x(to) B0 h

To pomeni: &e je h zelo majhen, potem velja

x(to + h) — x(to)
h

X' (to) =

Spomnimo se, da smo na zaletku ¢asovno premico razdelili na enake
intervale dolZine av. Stanje sistema v &asu na smo oznatili z x(n). Naj bo
xz(t) zvezna funkcija realne spremenljivke, za katero velja

xz(na) = x(n), zavsak ne€ N

in, ki je na intervalih [(n — 1), na] skoraj linearna,
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Harmoni¢no nihalo

Ce je a zelo majhen, imamo

X (n0) = Xxz(na + a) — xz(na) _ x(n+1) —x(n)

o @
Odvod funkcije x;(t) lahko torej nadomestimo z diferenco, t. j. z izrazom

DG)(n) = + (x(n +1) ~ x(n))

(07

ne da bi pri tem zagresili preveliko napako.
Drugacle povedano: trenutno hitrost nihala v ¢asu na nadomestimo z
njegovo povpre&no hitrostjo na intervalu [(n + 1)«, na.
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Harmoni¢no nihalo

Ce je a zelo majhen, imamo

X (n0) = Xxz(na + a) — xz(na) _ x(n+1) —x(n)

o @
Odvod funkcije x;(t) lahko torej nadomestimo z diferenco, t. j. z izrazom

1
D(x)(n) = = (x(n+1) = x(n))
ne da bi pri tem zagresili preveliko napako.
Drugacle povedano: trenutno hitrost nihala v ¢asu na nadomestimo z

njegovo povpre&no hitrostjo na intervalu [(n + 1)«, na.

Drugi odvod je odvod odvoda. Zato ga bomo nadomestili z diferenco
diferenc.

D(x)(n) = (D)) () = D(~(x(n-+ 1) ~ x(n)) (n)
- %(x(n+2)—2x(n+1)+x(n)).
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Harmoni¢no nihalo

Brez $kode lahko zgornjo definicijo druge diference zamenjamo s tole
1
2 _ _
D<(x) = " (X(n +1)—2x(n) 4+ x(n 1)),

ki je nekoliko bolj "simetri¢na”.
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Brez $kode lahko zgornjo definicijo druge diference zamenjamo s tole
2 1
D2(x) = 7(X(n+ 1) — 2x(n) + x(n — 1)),
!

ki je nekoliko bolj "simetri¢na”.

Diferencialno enatbo nihala (4) lahko nadomestimo z diferen&no enatbo

D?(x)(n) = —r x(n)
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Harmoni¢no nihalo

Brez $kode lahko zgornjo definicijo druge diference zamenjamo s tole

D?(x) = % (x(n+1) = 2x(n) + x(n — 1),

ki je nekoliko bolj "simetri¢na”.

Diferencialno enatbo nihala (4) lahko nadomestimo z diferen&no enatbo

D*(x)(n) = —r x(n)
Izpisana na dolgo se ta enacba glasi

x(n+1) = (2—a?k)x(n) +x(n—1)=0
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Harmoni¢no nihalo

Prepis§imo enacbo spet v obliki
x(n+2)= (2 - a?k)x(n+ 1) — x(n)

Opazimo: Vrednost funkcije x(n) bomo lahko iterativno izraunali za vsak
n € N, &e le poznamo za&etni vrednostivrednosti x(0) in x(1). Torej, &e
poznamo legi nasega nihala v ¢asih 0 in 1, lahko izratunamo lego nihala v
vsakem prihodnjem &asu.

Naj bo torej
x(0) =x0, x(1)=x

Tedaj
x(2) = (2—-a®k)x1 —x0
x(3) = (2—-0a%k)x(2) —x1 = (2 — k) ((2 — a?k) x; — x0> — Xy

x(4) = (2—0a%K) <(2 — oK) x| — xo) —x1 — (2—a?k)x1 — X
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Harmoni¢no nihalo

Ozna&imo
A= (2—a?K)

V zgornjih izrazih odpravimo oklepaje in dobimo

2) = Ax1—xo
3) = A% —x — Axg
) = Adx; — 2Ax; — A%xp + xo
5) = A'x; —3A%q +x1 — Adx — 2Ax
) = Adxq — 4A3x + 3Ax1 — A*xo + 3A%x0 — X0

Na ta nadin lahko torej izratunamo lego nasega nihala za poljuben &as v
prihodnosti. Vendar je s tem ratunanjem nekaj dela. Z izratun x(10.000)
bi (brez ratunalnika) potrebovali kar precej &asa.
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Harmoni¢no nihalo

Ozna&imo
A= (2—a?K)

V zgornjih izrazih odpravimo oklepaje in dobimo

2) = Ax1—xo

3) = A% —x — Axg

) = Alx; — 2Ax1 — A%xg + xo

5) = A'x; —3A%q +x1 — Adx — 2Ax

6) = AdSx; —4A3x 4 3Ax; — A*xo + 3A%x — xo

Na ta nadin lahko torej izratunamo lego nasega nihala za poljuben &as v
prihodnosti. Vendar je s tem ratunanjem nekaj dela. Z izratun x(10.000)
bi (brez ratunalnika) potrebovali kar precej &asa.
Kvalitetno napovedovanje prihodnosti je tako, da lahko enako hitro
izratunamo lego x(10) in x(10.000).

Enagbe in napovedovanje prihodnosti 27. 1. 2017 23 /45



Harmoni¢no nihalo

Ta cilj lahko doseZemo le, &e znamo enacbo analitiéno (eksplicitno) resiti.
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Harmoni¢no nihalo

Ta cilj lahko doseZemo le, &e znamo enacbo analitiéno (eksplicitno) resiti.
Enacba
x(n+1) = (2—a?k)x(n) +x(n—1)=0

ima znano obliko linearne diferen&ne ena&be s konstantnimi koeficienti,
torej jo znamo resiti.
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Harmoni¢no nihalo

Ta cilj lahko doseZemo le, &e znamo enacbo analitiéno (eksplicitno) resiti.

Enacba
x(n+1)— (2 —a?k)x(n) +x(n—1)=0

ima znano obliko linearne diferen&ne ena&be s konstantnimi koeficienti,
torej jo znamo resiti.

Spomnimo se: Osnovni reditvi sta oblike x(n) = b- A", kjer je b poljuben,
A pa je reSitev karakteristi¢ne enacbe

(2 — a?k) £ /(2 — a2k)2 — 4

A2 = >
2k 24
- (1—a2)i\/—a2k+(a)2
a2k o’k
= 1= 1 a2k — (e
(- 2Ky iy - (2
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Harmoni¢no nihalo

Vsaka reditev nase enalbe je oblike
x(n) = bi Al + ba)A3,

kjer sta by in by primerni Stevili. Videli smo, da sta A\; kompleksni Stevili.
Potenciranje kompleksnih Stevil, izraZenih v kartezi¢nih koordinatah nas
pripelje do dolgih in neobvladljivih izrazov. Zelo enostavno pa je
kompleksna Stevila potencirati, €e jih izrazimo v polarni obliki.
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Vsaka reditev nase enalbe je oblike
x(n) = bi\] + by \J,

kjer sta by in by primerni Stevili. Videli smo, da sta A\; kompleksni Stevili.
Potenciranje kompleksnih Stevil, izraZenih v kartezi¢nih koordinatah nas
pripelje do dolgih in neobvladljivih izrazov. Zelo enostavno pa je
kompleksna Stevila potencirati, €e jih izrazimo v polarni obliki.

Zapisimo torej A1 in Ay v polarni obliki
Aj = |Aj|(cos pj + ising;), j=1,2
Ker sta A1 in Ay konjugirani Stevili, velja |A1| = [A\2|. Ratun pokaze

NP = Do = (1= 521 @2k - () =1

a2k — (%5k)2 a2k — (22k)2

) )
¢1 = arctan < [ ok ), ¢p = — arctan ( [k )
2 2
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Harmoni¢no nihalo

Spomnimo se: « je dolZina Casovnega intervala. Manjsi, ko je «, bolj
realisti¢ne rezultate nam bo dal nas model harmoniénega nihala z
diferen¢no enalbo. Lahko je videti:

Oé—>0:>¢j2¢j(0z)—>0, j=12.
Ker sta ¢(a) zvezni funkciji, lahko izberemo « tako, da bo

b1=01(0) =20 i br=dale) = o,

kjer je N neko (veliko) naravno %tevilo.
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Harmoni¢no nihalo

Pri taki izbiri intervala o imamo
27 27 27 .27

Alzcosﬁ—i-isinﬁ, in )\gzcosﬁ—ismﬁ

Spomnimo se de Moivreove formule:

n 2r . 2my, 2w .., 2
Al = (cosW—i-/smW) —cos(nW)—i-/sm(nW)
n 2r . 27y, ™ . 0
Ay = (cosﬁ —isin W) = cos(nW) isin (nW)

Osnovni resitvi iz katerih lahko sestavimo vsako drugo re$itev sta torej

PZ S” 27, .. 27
x1(n) = cos(nW) + isin (HW)’ in  xp(n) = cos (nW) — isin (nﬁ)
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Harmoni¢no nihalo

Pri taki izbiri intervala o imamo
27 27 27 .27

Alzcosﬁ—i-isinﬁ, in )\chosﬁ—ismﬁ

Spomnimo se de Moivreove formule:

n 2r . 2my, 2w .., 2
Al = (cosW—i-/smW) —cos(nW)—i-/sm(nN)
n 2r . 27y, ™ . 0
Ay = (cosW—lsm W) —cos(nW) isin (nW)

Osnovni resitvi iz katerih lahko sestavimo vsako drugo re$itev sta torej

PZ S” 27, .. 27
x1(n) = cos(nW) + isin (HW)’ in  xp(n) = cos (nW) — isin (nﬁ)

Vendar so vrednosti teh reSitev kompleksne in zato fizikalno nesmiselne.
Lega nihala je seveda lahko le realno Stevilo.
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Harmoni¢no nihalo

Videli smo, da je reSitev nae enacbe tudi vsaka funkcija oblike

y(n) = bixi(n) + baxz(n).
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Harmoni¢no nihalo

Videli smo, da je reSitev nae enacbe tudi vsaka funkcija oblike

y(n) = bixa(n) + baxa(n).

1

Izberimo najprej by = 5 in by = % nato pa Se b; = —é' in by = é Ce ti

dve dvojici konstant vstavimo v zgornjo enacbo, dobimo par resitev

yi(n) = cos(n%) in  ys(n) =sin (n%)
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Harmoni¢no nihalo

Videli smo, da je reSitev nae enacbe tudi vsaka funkcija oblike
y(n) = bixi(n) + baxa(n).
Izberimo najprej by = % in by = % nato pa Se b; = —é' in by = é Ce ti

dve dvojici konstant vstavimo v zgornjo enacbo, dobimo par resitev

yi(n) = cos(n%) in  ys(n) =sin (n%)

Lahko je videti: Ce iz x;(n) in xa(n) lahko sestavimo poljubno regitev, jo
lahko sestavimo tudi iz y;(n) in y2(n), samo druga&ni konstanti moramo
uporabiti.
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Harmoni¢no nihalo

Sedaj lahko re$imo na3 problem in brez dolgotrajnega raunanja napovemo
vse prihodnje lege harmoniénega nihala, katerega prvi dve legi sta bili
y(0) = xo in y(1) = x3. Poiskati moramo taki konstanti ¢; in ¢,da bo
y(0) = cayi(0)+ c2y2(0) = xo
y(1) = ayi(l)+cy(l)=x
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Harmoni¢no nihalo

Sedaj lahko re$imo na3 problem in brez dolgotrajnega raunanja napovemo

vse prihodnje lege harmoniénega nihala, katerega prvi dve legi sta bili
y(0) = xo in y(1) = x3. Poiskati moramo taki konstanti ¢; in ¢,da bo

y(0) = c1y1(0) + c2y2(0) = xo
y(1) = ayi(l)+cy(l)=x
Dobimo
c1cos0+ csin0 = xg
c cos27r—|—c si 2m
— in— = x
1 N 2 N 1
in od tod
i = Xpo
27 ; 27
€ = X1CSC— — XpcCot —
2 1 N 0 N
Lega nasega nihala v ¢asu na bo torej
2 2 2 2
y(n) = xo cos(nﬁw) + (xq csc Nﬂ — Xp tan Wﬂ)sin (nﬁw)
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Harmoni¢no nihalo

O zaletnih podatkih: Za¥etna podatka pri nasi nalogi sta bili pri dve legi
nihala

y(0)=x in y(1)=x

Ta dva podatka sta o&itno ekvivalentna podatkoma

. y(1) —y(0 1
0= i D)=L )

o o
Gibanje nihala je torej popolnoma dolo¢eno, ée poznamo njegovo lego v
¢asu 0 in diferenco lege v ¢asu 1 in lega v Casu 0. Ta diferenca pa je enaka
povpreéni hitrosti nihala na poti med xp in x3. Ko a manjSamo proti 0,

preide diferenca v odvod, povpre¢na hitrost pa v trenutno hitrost.

Gibanje nihala je torej doloéeno, &e poznamo njegovo zaletno lego in

njegovo zaletno hitrost. Zato je fazni prostor nihala dvodimenzionalen
(R?).
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Za mnoge procese in dogajanja, ki se dogajajo v naravi ali v druZbi, vemo,
da njihovega poteka v prihodnosti nikakor ne bomo mogli napovedati z vso
gotovostjo. Mislimo si, da neka posoda (s prostornino npr. 1 liter) vsebuje
neki plin. lzbrerimo si eno molekulo tega plina in opazujmo pot, ki jo
opisuje ta molekula. Hitro vidimo, da je ta pot povsem nepravilna,
erati¢na. Molekula se zaletava v druge molekule in si z njimi izmenjuje
gibalno koli¢ino. Ti trki so povsem slu¢ajni in jih (prakti¢no) ni mozno
napovedati, zato seveda tudi ni moZno napovedati poti nase molekule.
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Za mnoge procese in dogajanja, ki se dogajajo v naravi ali v druZbi, vemo,
da njihovega poteka v prihodnosti nikakor ne bomo mogli napovedati z vso
gotovostjo. Mislimo si, da neka posoda (s prostornino npr. 1 liter) vsebuje
neki plin. lzbrerimo si eno molekulo tega plina in opazujmo pot, ki jo
opisuje ta molekula. Hitro vidimo, da je ta pot povsem nepravilna,
erati¢na. Molekula se zaletava v druge molekule in si z njimi izmenjuje
gibalno koli¢ino. Ti trki so povsem slu¢ajni in jih (prakti¢no) ni mozno
napovedati, zato seveda tudi ni moZno napovedati poti nase molekule.

Opazujmo gibanje cene neke delnice na neki borzi. Na to ceno velikokrat
vplivajo povsem nenapovedljivi dogodki. Ce gre npr. za delico kakega
podjetja, ki se ukvarja s proizvodnjo Zita, lahko na ceno te delnice vplivajo
vremenski pojavi, kot so hude suse in podobno. Takih vremenskih pojavov
ne znamo zanesljivo napovedovati, zato tudi ne moremo z gotovostjo
napovedati, kaj se bo dogajalo s ceno omenjene delnice.
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Takih nenapovedljivih procesov je ogromno - vsekakor veliko vel kot tistih,
katerih prihodnost znamo napovedati. Zelo pomemben in hkrati vejetno
najenostavnejsi primer takega procesa je proces, ki je v literaturi dobil ime

" pot pijanega mornarja”. (Izbira imena ni postena do mornarjev, ampak to
ime se je v literaturi Zal ustalilo).
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Takih nenapovedljivih procesov je ogromno - vsekakor veliko vel kot tistih,
katerih prihodnost znamo napovedati. Zelo pomemben in hkrati vejetno
najenostavnejsi primer takega procesa je proces, ki je v literaturi dobil ime
" pot pijanega mornarja”. (Izbira imena ni postena do mornarjev, ampak to
ime se je v literaturi Zal ustalilo).

Mornar se giblje po premici. Zaéne v izhodis¢u premice. Vsako sekundo
naredi en korak. Ali bo to korak v desno ali v levo, je povsem odvisno od
slu¢aja. Kam bo stopil v N-ti sekundi (levo ali desno) je povsem neodvisno
od njegovih prejsnjih korakov.
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Takih nenapovedljivih procesov je ogromno - vsekakor veliko vel kot tistih,
katerih prihodnost znamo napovedati. Zelo pomemben in hkrati vejetno
najenostavnejsi primer takega procesa je proces, ki je v literaturi dobil ime
" pot pijanega mornarja”. (Izbira imena ni postena do mornarjev, ampak to
ime se je v literaturi Zal ustalilo).

Mornar se giblje po premici. Zaéne v izhodis¢u premice. Vsako sekundo
naredi en korak. Ali bo to korak v desno ali v levo, je povsem odvisno od
slu¢aja. Kam bo stopil v N-ti sekundi (levo ali desno) je povsem neodvisno
od njegovih prejsnjih korakov.

Ocitno je nemogocle napovedati, kje bo nas mornar po npr. 50 sekundah.
Vendar vseeno lahko nekaj povemo o prihodnosti nasega mornarja. Nase
izjave o njegovi prihodnosti pa bodo verjetnostne in ne deterministi¢ne.
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Takih nenapovedljivih procesov je ogromno - vsekakor veliko vel kot tistih,
katerih prihodnost znamo napovedati. Zelo pomemben in hkrati vejetno
najenostavnejsi primer takega procesa je proces, ki je v literaturi dobil ime
" pot pijanega mornarja”. (Izbira imena ni postena do mornarjev, ampak to
ime se je v literaturi Zal ustalilo).

Mornar se giblje po premici. Zaéne v izhodis¢u premice. Vsako sekundo
naredi en korak. Ali bo to korak v desno ali v levo, je povsem odvisno od
slu¢aja. Kam bo stopil v N-ti sekundi (levo ali desno) je povsem neodvisno
od njegovih prejsnjih korakov.

Ocitno je nemogocle napovedati, kje bo nas mornar po npr. 50 sekundah.
Vendar vseeno lahko nekaj povemo o prihodnosti nasega mornarja. Nase
izjave o njegovi prihodnosti pa bodo verjetnostne in ne deterministi¢ne.

V nadaljevanju bomo raje govorili o delcu (slu€ajnem delcu), ki se giblje
po premici.
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Oznatimo s p(n, N) verjetnost, da delec po N sekundah (N korakih) stoji
na tocki s koordinato n na premici. Kaj lahko povemo o funkciji

p:Zxth—HR
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Oznatimo s p(n, N) verjetnost, da delec po N sekundah (N korakih) stoji
na tocki s koordinato n na premici. Kaj lahko povemo o funkciji

p:Zxth—HR

Delec lahko na to¢ko n prispe bodisi iz to¢ke n — 1 ali iz to¢ke n + 1.
Verjetnost obeh dogodkov enaka enaka % Verjetnost, da bo delec v ¢asu
N prigel na mesto n z enim korakom v desno z mesta n — 1 je torej enaka

1

7'p(n_17N_1)a
2
verjetnost, da bo z enim korakom v levo prispel z mesta n+ 1 pa je enaka

1
E-p(n—i—l,N—l).
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Oznatimo s p(n, N) verjetnost, da delec po N sekundah (N korakih) stoji
na tocki s koordinato n na premici. Kaj lahko povemo o funkciji

p:Zxth—HR

Delec lahko na to¢ko n prispe bodisi iz to¢ke n — 1 ali iz to¢ke n + 1.
Verjetnost obeh dogodkov enaka enaka % Verjetnost, da bo delec v ¢asu
N prigel na mesto n z enim korakom v desno z mesta n — 1 je torej enaka

1
— - —1,N-1
5 Pln—1, )
verjetnost, da bo z enim korakom v levo prispel z mesta n+ 1 pa je enaka
1
3 -p(n+1,N—1).

Ker se ta dva dogodka ne moreta zgoditi hkrati, je verjetnost p(n, N)
enaka vsoti verjetnosti zgornjih dogodkov. Torej:

p(n, N) = %(p(n+1,N—1)—|—p(n—1,N—1).) (5)
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Enatbo (5) lahko zapi¥emo v drugaZni obliki. Odstejmo od leve in od
desne strani koli¢ino p(n, N — 1). Dobimo

p(n, N)—p(n, N—1) = %(p(n—l—l, N, ~1)~2p(n, N~ 1)+p(n—1,N-1)).

Spomnimo se definicij diference in druge diference (pri velikosti intervala
a = 1) in oznatimo diferenco glede na spremenljivko n z Dy, diferenco
glede na spremenljivko N pa z D;. Zgornjo enalbo lahko prepisemo v
obliki

(Dep)(n, ) = 5(D2p)(n, W)

Ta enalba se imenuje diskretna disipacijska enacba ali tudi toplotna
enacba.

Zgoraj smo brez skode preimenovali N —1 — N.
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Ustrezna diferencialna enacba za funkcijo dveh spremenljivk
u(x,t) :RxRT — R

se glasi
Uy = kuXX-

Ta enalba opisuje 3irjenje toplote po enodimenzionalnem nosilcu (zelo
dolgi palici).
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Verjetnost p(ng, Np), da se bo delec v €asu N nahajal v to&ki n na premici
dobimo &e v funkcijo p(n, N) vstavimo vrednosti n = ng in N = Np.
Funkcija p(n, N) pa je reditev enalbe

1
pri zaletnem pogoju
1:n=0

p(n,0) = 0in 40
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Verjetnostno napovedovanje prihodnosti

Verjetnost p(ng, Np), da se bo delec v €asu N nahajal v to&ki n na premici
dobimo &e v funkcijo p(n, N) vstavimo vrednosti n = ng in N = Np.
Funkcija p(n, N) pa je reditev enalbe

(Dep)(n. N) = 5(D2p)(n, )

pri zaletnem pogoju

1:n=0
p("’0)2{0-2¢0

Za precej velike ¢ase N lahko p(n, N) hitro izra&unamo po iterativni poti:
Iz p(n,0) s formulo

p(n.1) = 3 (p(n+1,0) + p(n —1,0))

dobimo 1 1
H={... ~0,=
p(n7 ) { 7070’0’270727
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Nato iz
p@ﬁ):%(ﬂn+lﬂ)+pw—lﬁv
dobimo
p(m2)={...,0,0,0,%.0,% 0,2 0.0,0,.. 1.
47727 4
Naprej:

{...,0,1/8,0,3/8,0,3/8,0,1/8,0,...},
{...,0,1/16,0,1/4,0,3/8,0,1/4,0,1/16,0,...},
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Na$ zaletni problem pa lahko reSimo tudi eksplicitno. S pomocdjo
enostavnega kombinatori¢nega premisleka lahko izratunamo, koliksna je
verjetnost, da se bo delec po N korakih zna%el na mestu n na premici.
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Na$ zaletni problem pa lahko reSimo tudi eksplicitno. S pomocdjo
enostavnega kombinatori¢nega premisleka lahko izratunamo, koliksna je
verjetnost, da se bo delec po N korakih zna%el na mestu n na premici.

Pot delca je sestavljena iz d korakov v desno in iz / korakov v levo. Za d
in / velja

d+1 = N
d—1 = n
Od tod sledi

N+ n
d —

2
. N—n

2
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Delec do mesta n lahko pride na razli¢ne nadine: najprej naredi en korak v
desno, nato enega v levo ..... , lahko pa zaéne z dvema korakoma v levo...
Karkoli pa Ze po&ne, korakov v desno mora biti d = (N + n)/2, korakov v
levo pa | = (N — n)/2. PreSeti moramo vse razlitne moZne poti,
sestavljene iz d korakov v desno in iz | korakov v levo.
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Delec do mesta n lahko pride na razli¢ne nadine: najprej naredi en korak v
desno, nato enega v levo ..... , lahko pa zaéne z dvema korakoma v levo...
Karkoli pa Ze po&ne, korakov v desno mora biti d = (N + n)/2, korakov v
levo pa | = (N — n)/2. PreSeti moramo vse razlitne moZne poti,
sestavljene iz d korakov v desno in iz | korakov v levo.

Ce si najprej mislimo, da " je vsak korak drugaten”, potem je Stevilo
razli¢nih poti enako N!
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Delec do mesta n lahko pride na razli¢ne nadine: najprej naredi en korak v
desno, nato enega v levo ..... , lahko pa zaéne z dvema korakoma v levo...
Karkoli pa Ze po¢ne, korakov v desno mora biti d = (N + n)/2, korakov v
levo pa | = (N — n)/2. PreSeti moramo vse razlitne moZne poti,
sestavljene iz d korakov v desno in iz | korakov v levo.

Ce si najprej mislimo, da "je vsak korak drugaten”, potem je Stevilo
razli¢nih poti enako N!

Ker pa imamo le dva razli¢na koraka, je vseeno, kako po vrsti uredimo vse
leve korake in kako vse desne. V resnici je torej Stevilo razli¢nih poti enako

d{V-!/! - (m;)l.véfvz—).

Ker je verjetnost vsakega koraka enaka % je verjetnost zaporedja N
neodvisnih korakov enaka (3)V.
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Mornar na cilj n pride po natanko eni od N!/(d!- /) poti, ki se vsaka zgodi
z verjetnostjo (%)N Te poti so, kot pravimo, nezdruZljive. Torej je skupna
verjetnost p(n, N) dogodka, da bo v &asu N delec na mestu n enaka

p(n, N) - (7

Denimo sedaj, da mornar stopi na levo z verjetnostjo p;, na desno pa z
verjetnostjo py. Seveda mora veljati

pr+pd =1

Zgornji premislek nam pove, da bo verjetnost p(n, N) v tem primeru
podana s formulo

N—n N+n Nl

p(n,N)=p,* py*
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Hvala za vaso pozornost
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